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1 Топологическая сортировка

Задача. Дан ориентированный ациклический граф и две вершины 𝑠 и 𝑡. Нужно понять,
сколько существует путей из 𝑠 в 𝑡.

Такая задача легко решается подходом динамического программирования. Пусть 𝑑𝑝𝑣 –

ответ для вершины 𝑣, а 𝑑𝑝𝑢 для всех 𝑢 — детей 𝑣 нам уже известно, тогда 𝑑𝑝𝑣 =
∑︁
𝑢

𝑑𝑝𝑢.

Все бы хорошо, вот только нам нужно уже знать все динамики для всех сыновей. Таким
образом нам нужно перенумеровать вершины так, чтобы каждое ребро вело из вершины с
меньшим номером в вершину с большим.

Такой порядок называется топологическим и, очевидно, что он может быть не единственным.
Вспомним, что к моменту выхода из вызова 𝑑𝑓𝑠(𝑣) все вершины, достижимые из 𝑣 как

непосредственно (по одному ребру), так и косвенно (по пути) — все такие вершины уже
посещены обходом. Следовательно, если мы будем в момент выхода из 𝑑𝑓𝑠(𝑣) добавлять нашу
вершину в начало некоего списка, то в конце концов в этом списке получится топологическая
сортировка.

1 bool used [N ] ;
2 vec to r<int> ans ;
3

4 void d f s ( i n t v ) {
5 used [ v ] = true ;
6 fo r ( i n t u : g r [ v ] ) {
7 i f ( ! used [ u ] )
8 d f s ( u ) ;
9 }

10 ans . push_back ( v ) ;
11 }
12

13 void t o p o l o g i c a l_ s o r t ( ) {
14 fo r ( i n t i = 0 ; i < n ; ++i )
15 i f ( ! used [ i ] )
16 d f s ( i ) ;
17 r e v e r s e ( ans . b eg i n ( ) , ans . end ( ) ) ;
18 }
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2 Компоненты сильной связности

Компонентой сильной связности (strongly connected component) называется такое (максимальное
по включению) подмножество вершин C, что любые две вершины этого подмножества достижимы
друг из друга, т.е. для ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶:

𝑢 ↦→ 𝑣, 𝑣 ↦→ 𝑢

где символом ↦→ здесь и далее мы будем обозначать достижимость, т.е. существование пути
из первой вершины во вторую.

Понятно, что компоненты сильной связности для данного графа не пересекаются, т.е.
фактически это разбиение всех вершин графа. Отсюда логично определение конденсации𝐺SCC

как графа, получаемого из данного графа сжатием каждой компоненты сильной связности
в одну вершину. Каждой вершине графа конденсации соответствует компонента сильной
связности графа G, а ориентированное ребро между двумя вершинами 𝐶𝑖 и 𝐶𝑗 графа конденсации
проводится, если найдётся пара вершин𝑢 ∈ 𝐶𝑖, 𝑣 ∈ 𝐶𝑗, между которыми существовало ребро в
исходном графе, т.е. (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸.

Важнейшим свойством графа конденсации является то, что он ацикличен. Действительно,
предположим, что 𝐶 ↦→ 𝐶 ′, докажем, что 𝐶 ′ ̸↦→ 𝐶. Из определения конденсации получаем,
что найдутся две вершины 𝑢 ∈ 𝐶 и 𝑣 ∈ 𝐶 ′, что 𝑢 ↦→ 𝑣. Доказывать будем от противного,
т.е. предположим, что 𝐶 ′ ↦→ 𝐶, тогда найдутся две вершины 𝑢′ ∈ 𝐶 и 𝑣′ ∈ 𝐶 ′, что 𝑣′ ↦→ 𝑢′.
Но т.к. 𝑢 и 𝑢′ находятся в одной компоненте сильной связности, то между ними есть путь;
аналогично для 𝑣 и 𝑣′. В итоге, объединяя пути, получаем, что 𝑣 ↦→ 𝑢, и одновременно
𝑢 ↦→ 𝑣. Следовательно, 𝑢 и 𝑣 должны принадлежать одной компоненте сильной связности, т.е.
получили противоречие, что и требовалось доказать.

Алгоритм представляет из себя 2 шага: первый – это топологическая сортировка графа.
Второй – обход обратного графа в порядке топологической сортировки. То есть по сути,
алгоритм очень простой, но нужно доказать, что он действительно работает.

На первом шаге алгоритма выполняется серия обходов в глубину, посещающая весь граф.
Для этого мы проходимся по всем вершинам графа и из каждой ещё не посещённой вершины
вызываем обход в глубину. При этом для каждой вершины 𝑣 запомним время выхода tout[𝑣].
Эти времена выхода играют ключевую роль в алгоритме, и эта роль выражена в приведённой
ниже теореме.

Сначала введём обозначение: время выхода tout[𝐶] из компоненты C сильной связности
определим как максимум из значений tout[𝑣] для всех 𝑣 ∈ 𝐶. Кроме того, в доказательстве
теоремы будут упоминаться и времена входа в каждую вершину tin[𝑣], и аналогично определим
времена входа tin[𝐶] для каждой компоненты сильной связности как минимум из величин tin[𝑣]
для всех 𝑣 ∈ 𝐶.

Теорема 1. Пусть 𝐶 и 𝐶 ′ – две различные компоненты сильной связности, и пусть в графе

конденсации между ними есть ребро (𝐶,𝐶 ′). Тогда tout[𝐶] > tout[𝐶 ′].

Proof. При доказательстве возникает два принципиально различных случая в зависимости от
того, в какую из компонент первой зайдёт обход в глубину, т.е. в зависимости от соотношения
между tin[𝐶] и tin[𝐶 ′]:

1. Первой была достигнута компонента 𝐶. Это означает, что в какой-то момент времени
обход в глубину заходит в некоторую вершину 𝑣 компоненты 𝐶, при этом все остальные
вершины компонент 𝐶 и 𝐶 ′ ещё не посещены. Но, т.к. по условию в графе конденсаций
есть ребро (𝐶,𝐶 ′), то из вершины 𝑣 будет достижима не только вся компонента 𝐶, но и
вся компонента 𝐶 ′. Это означает, что при запуске из вершины 𝑣 обход в глубину пройдёт
по всем вершинам компонент 𝐶 и 𝐶 ′, а, значит, они станут потомками по отношению к
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𝑣 в дереве обхода в глубину, т.е. для любой вершины 𝑢 ∈ 𝐶 ∪ 𝐶 ′, 𝑢 ̸= 𝑣 будет выполнено
tout[𝑣] > tout[𝑢], что и т.д.

2. Первой была достигнута компонента 𝐶 ′. Опять же, в какой-то момент времени обход в
глубину заходит в некоторую вершину 𝑣 ∈ 𝐶 ′, причём все остальные вершины компонент
𝐶 и 𝐶 ′ не посещены. Поскольку по условию в графе конденсаций существовало ребро
(𝐶,𝐶 ′), то, вследствие ацикличности графа конденсаций, не существует обратного пути
𝐶 ′ ̸↦→ 𝐶, т.е. обход в глубину из вершины v не достигнет вершин 𝐶. Это означает, что
они будут посещены обходом в глубину позже, откуда и следует tout[𝐶] > tout[𝐶 ′], что и
т.д.

Доказанная теорема является основой алгоритма поиска компонент сильной связности. Из
неё следует, что любое ребро (𝐶,𝐶 ′) в графе конденсаций идёт из компоненты с большей
величиной tout в компоненту с меньшей величиной.

Если мы отсортируем все вершины 𝑣 ∈ 𝑉 в порядке убывания времени выхода tout[𝑣],
то первой окажется некоторая вершина 𝑢, принадлежащая «корневой» компоненте сильной
связности, т.е. в которую не входит ни одно ребро в графе конденсаций. Теперь нам хотелось
бы запустить такой обход из этой вершины u, который бы посетил только эту компоненту
сильной связности и не зашёл ни в какую другую; научившись это делать, мы сможем постепенно
выделить все компоненты сильной связности: удалив из графа вершины первой выделенной
компоненты, мы снова найдём среди оставшихся вершину с наибольшей величиной tout, снова
запустим из неё этот обход, и т.д.

Чтобы научиться делать такой обход, рассмотрим транспонированный граф 𝐺𝑇 , т.е. граф,
полученный из 𝐺 изменением направления каждого ребра на противоположное. Нетрудно
понять, что в этом графе будут те же компоненты сильной связности, что и в исходном
графе. Более того, граф конденсации (𝐺𝑇 )SCC для него будет равен транспонированному
графу конденсации исходного графа 𝐺SCC. Это означает, что теперь из рассматриваемой нами
«корневой» компоненты уже не будут выходить рёбра в другие компоненты.

Таким образом, чтобы обойти всю «корневую» компоненту сильной связности, содержащую
некоторую вершину 𝑣, достаточно запустить обход из вершины 𝑣 в графе 𝐺𝑇 . Этот обход
посетит все вершины этой компоненты сильной связности и только их. Как уже говорилось,
дальше мы можем мысленно удалить эти вершины из графа, находить очередную вершину с
максимальным значением tout[𝑣] и запускать обход на транспонированном графе из неё, и т.д.

1 vec to r<vec to r<int>> gr , g r r e v ;
2 vec to r<char> used ;
3 vec to r<int> orde r , component ;
4

5 void d f s 1 ( i n t v ) {
6 used [ v ] = true ;
7 fo r ( i n t u : g r [ v ] )
8 i f ( ! used [ u ] )
9 d f s 1 ( u ) ;

10 o r d e r . push_back ( v ) ;
11 }
12

13 void d f s 2 ( i n t v ) {
14 used [ v ] = true ;
15 component . push_back ( v ) ;
16 fo r ( i n t u : g r r e v [ v ] )
17 i f ( ! used [ u ] )

4



18 d f s 2 ( u ) ;
19 }
20

21 i n t main ( ) {
22 //read

23 used . a s s i g n (n , f a l s e ) ;
24 fo r ( i n t i = 0 ; i < n ; ++i )
25 i f ( ! used [ i ] )
26 d f s 1 ( i ) ;
27 used . a s s i g n (n , f a l s e ) ;
28 r e v e r s e ( o r d e r . b eg i n ( ) , o r d e r . end ( ) ) ;
29 fo r ( i n t v : o r d e r ) {
30 i f ( ! used [ v ] ) {
31 d f s 2 ( v ) ;
32 //print component

33 component . c l e a r ( ) ;
34 }
35 }
36 }
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3 2-SAT

Одним из применений компонент сильной связности является так называемая задача 2-
SAT.

Пусть у нас есть булево выражение, представляющее собой 2-конъюнктивную нормальную
форму (2-КНФ), а именно:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥𝑖1||!𝑥𝑗1)&&(𝑥𝑖2||𝑥𝑗2)&& . . .&&(!𝑥𝑖𝑘 ||𝑥𝑗𝑘)

То есть у нас есть скобки, внутри которых лежит логическое или от двух переменных (или
их отрицаний).

Хочется проверить, а существует такой набор (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 1 и если существует,
то найти любой подходящий.

Для начала переведём выражение к импликациям. Заметим, что

𝑎||𝑏 ⇔ (!𝑎 ⇒ 𝑏&&!𝑏 ⇒ 𝑎)

Теперь составим граф импликаций. Для каждой переменной заведём две её копии: 𝑥𝑖 и
!𝑥𝑖. Теперь мы можем провести ориентированные рёбра из преобразованного выражения.

Мы получили какой-то граф, исследуем его свойства в терминах задачи.

Лемма 2. Если 𝑥𝑖 и !𝑥𝑖 лежит в одной компоненте связности, то у КНФ не будет решения.

Proof. Это легко понять, ведь если поставить 𝑥𝑖 = 0, то получим, что !𝑥𝑖 ⇒ 𝑥𝑖, а это явно
какая-то беда (из 1 не следует 0). Аналогично если 𝑥𝑖 = 1.

Лемма 3. Если все переменные и их отрицания лежат в разных компонентах сильной

связности, то найдётся решение КНФ.

Proof. Для доказательства давайте просто предъявим алгоритм, который строит решение.
Пусть 𝑐𝑜𝑚𝑝[𝑣] обозначает номер компоненты сильной связности, которой принадлежит

вершина 𝑣, причём номера упорядочены в порядке топологической сортировки компонент
сильной связности в графе компонентов (т.е. более ранним в порядке топологической сортировки
соответствуют большие номера: если есть путь из 𝑣 в 𝑤, то 𝑐𝑜𝑚𝑝[𝑣] ≤ 𝑐𝑜𝑚𝑝[𝑤]). Тогда, если
𝑐𝑜𝑚𝑝[𝑥] < 𝑐𝑜𝑚𝑝[!𝑥], то выбираем значение !𝑥, иначе, т.е. если 𝑐𝑜𝑚𝑝[𝑥] > 𝑐𝑜𝑚𝑝[!𝑥], то выбираем
𝑥.

Во-первых, докажем, что из x не достижимо !𝑥. Действительно, так как номер компоненты
сильной связности 𝑐𝑜𝑚𝑝[𝑥] больше номера компоненты 𝑐𝑜𝑚𝑝[!𝑥], то это означает, что компонента
связности, содержащая 𝑥, расположена левее компоненты связности, содержащей !𝑥, и из
первой никак не может быть достижима последняя.

Во-вторых, докажем, что никакая вершина 𝑦, достижимая из 𝑥, не является «плохой», т.е.
неверно, что из 𝑦 достижимо !𝑦. Докажем это от противного. Пусть из 𝑥 достижимо 𝑦, а из
𝑦 достижимо !𝑦. Так как из 𝑥 достижимо 𝑦, то, по свойству графа импликаций, из !𝑦 будет
достижимо !𝑥. Но, по предположению, из 𝑦 достижимо !𝑦. Тогда мы получаем, что из 𝑥
достижимо !𝑥, что противоречит условию, что и требовалось доказать.

Пусть вершина 2𝑘 отвечает за 𝑥𝑘 = 0, а 2𝑘 + 1 за 𝑥𝑘 = 1. Построим граф импликаций и
сконденсируем его, оставшаяся часть кода после конденсации будет очень простой:

1 i n t main ( ) {
2 //read and graph condansation

3

4 fo r ( i n t i = 0 ; i < n ; i += 2)
5 i f ( comp [ i ] == comp [ i ^1 ] ) {

6



6 cout << "NO SOLUTION" ;
7 return 0 ;
8 }
9 fo r ( i n t i = 0 ; i < n ; i += 2)

10 cout << "x[" << i << "] = " << (comp [ i ] < comp [ i ^ 1 ] ) ;
11 }
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